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摘　　　要 : 建立了斜齿面齿轮的加工和传动坐标系 ,推导了斜齿小齿轮和面齿轮的齿面方程 ,对面齿轮进

行数值仿真并实现了齿面可视化 ;进行了斜齿面齿轮传动的轮齿接触分析 ,计算了斜齿面齿轮不同安装误差

下的啮合轨迹和传动误差 ,并对不同旋向下的面齿轮齿面和啮合轨迹进行了对比 ,研究了通过轴向安装位移

调整啮合轨迹的方法.
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Abstract : The coordinate systems for t he p rocessing and driving of the helical pinion

and t he face gear were established , t he toot h face equations of face gear and t he helical pinion

were deduced , while the toot h faces were simulated for visualization. Tooth contact analysis

was conducted for t he alignment error of t he driving system. The toot h contact pat h and t he

t ransmission error of t he face gear drive were comp uted through toot h contact analysis. Be2
sides , different toot h faces and t he tooth contact pat hs between t he dext ral face gear and t he

sinist ral face gear were investigated in t he paper . At last , t he method of restoring t he shif t

of contact pat h t hrough axial displacement of the face gear was st udied.
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　　面齿轮传动具有诸多优点和几何特性[122 ] ,可

以实现交错轴或相交轴之间的运动和扭矩的传

递. Litvin将齿面啮合技术和计算机仿真技术结

合 ,分别研究了直齿、斜齿、蜗杆刀具范成面齿轮

的理论 ,并提出了面齿轮的修形方法[1 ] .本文以渐

开线斜齿圆柱小齿轮和面齿轮传动系统为研究对

象 ,主要研究了各种安装误差对斜齿面齿轮传动

啮合轨迹的影响以及调整啮合轨迹的方法.

1　斜齿刀具齿面和面齿轮齿面方程

斜齿面齿轮的加工过程理论上是斜齿渐开线

圆柱齿轮刀具范成面齿轮齿坯的过程.右旋斜齿
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渐开线刀具齿面方程为

x s (εs ,θs ) = rbs [cos[ (θs +ηs ) ±εs ] +

θs sin[ (θs +ηs ) ±εs ] ]

ys (εs ,θs ) = rbs [±sin[ (θs +ηs ) ±εs ]

mθs cos[ (θs +ηs ) ±εs ] ] (1)

z s (εs ) = psεs

　　面单位法向量为

ns (θs ,εs ) =

±cosβb sin A

- cosβb cos A

　　sinβb

(2)

式中εs 为螺旋角 ,θs 为渐开线参数 , rbs为基圆半

径 , ps 为螺旋参数 ,βb 为基圆螺旋角 ,正负号对应

轮齿齿面的两侧齿廓 ,ηs 为刀具齿槽对称线到渐

开线起始点的角度参数 ,其中ηs , A 由式 (3) , (4)

确定 ,若将 A 中的“±”换为“m”,则刀具由右旋变

为左旋.

ηs =π/ 2 N s - invαs (3)

A = (θs +ηs ) ±εs (4)

建立面齿轮加工坐标系 ,如图 1所示.坐标系 ss =

( os , x s , ys , z s )和 s2 = ( o2 , x2 , y2 , z2 )分别刚性地

连接在刀具和面齿轮上 ,坐标轴 z s , z2分别与刀具

和面齿轮的轴线一致. sm = ( om , xm , ym , zm )和sa =

( oa , xa , ya , za )是两个固定坐标框架 , x s 和 xa 之

间的夹角ψs 表示刀具转动的绝对位置 ,面齿轮转

动时的绝对位置则可由 x2 和 xm 之间的夹角ψ2

表示.传动比 i2s决定了转角ψs 和ψ2 之间的关系 ,

i2s =ψs /ψ2 ,轴交角为γm .本文取γm = 90°.

图 1　面齿轮加工坐标系

Fig11　Coordinate systems applied in the

generation of a face gear

面齿轮的齿面方程为

r2 (εs ,θs ,ψs ) = [ M2s ] rs (εs ,θs )

f (εs ,θs ,ψs ) = ns ·ν( s)
2s = 0

(5)

式中 M2s = M2m ·Mma ·Mas表示从坐标系 ss 到坐

标系 s2 的转换 ,啮合方程为

f (εs ,θs ,ψs ) = i2s cosβb cos ( A ±ψs ) psεs +

rbs i2s sinβb sin (ψs ±A) - rbs cosβb +

rbs i2sθsinβb ( sin A sinψs m co s A cosψs ) +

L 0 i2s cosβb cos (α±ψs ) (6)

2　斜齿面齿轮传动安装误差下的 TCA

　　轮齿接触分析 TCA ( Tooth contact analy2
sis)是指一种对两连续啮合齿面Σ1和Σ2的啮合

过程进行计算机仿真 ,同时考虑进安装误差的影

响因素 ,从而求得啮合轨迹和传动误差的的数值

方法.

2 . 1　斜齿面齿轮啮合传动坐标系的建立

面齿轮传动中 ,为了避免边缘接触 ,小齿轮的

齿数一般要比刀具少 2 到 3 个 ,这时面齿轮的传

动类型为点接触传动.小齿轮齿面形状主要由已

知参数 :模数 mn ,分度圆压力角αn ,螺旋角β等确

定 ,斜齿小齿轮齿面方程如式 (7) .

x1 (ε1 ,θ1 ) = rb1 [cos[ (θ1 +η1 ) ±ε1 ] +

　　　　θ1 sin[ (θ1 +η1 ) ±ε1 ] ]

y1 (ε1 ,θ1 ) = rb1 [±sin[ (θ1 +η1 ) ±ε1 ]·

　　　　mθ1 cos[ (θ1 +η1 ) ±ε1 ] ]

z1 (ε1 ) = p1ε1

(7)

　　斜齿小齿轮和面齿轮的啮合传动关系如图 2

所示 ,其中下角标 1 ,2 ,s ,f 分别代表小齿轮、面齿

轮、刀具和固定坐标系 ,B 为小齿轮和刀具轴线间

的距离 , L 0 为小齿轮和面齿轮坐标系原点沿小齿

轮轴线方向的距离.

图 2　面齿轮啮合传动示意图

Fig12　Illust ration of meshing of a face

gear and a helical pinion
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建立斜齿小齿轮和面齿轮在安装误差下的传

动坐标系 ,如图 3 所示.坐标系 s1 = ( o1 , x1 , y1 ,

z1 )和 s2 = ( o2 , x2 , y2 , z2 )分别刚性连接在斜齿小

齿轮和面齿轮上 , z1 , z2 分别与刀具和面齿轮的

轴线一致 ,其它 sa , sb , sc 坐标系均为带误差的转

换坐标系 ,其中Δq ,Δγ,ΔE分别为轴向误差 ,轴

交角误差和偏置误差 ,sf 为一固定坐标系.

图 3　安装误差下的传动坐标系

Fig13　Coordinate systems applied for simulation

of meshing with alignment errors

将小齿轮和面齿轮的齿面方程 r1 , r2 和法向

量 n1 , n2分别转换到坐标系 sf 下 ,得到

r
(f)
2 (εs ,θs ,ψs ,<′2 ) = [ Mf2 ] r2 (εs ,θs ,ψs ) (8)

r
(f)
1 (ε1 ,θ1 , <′1 ) = [ Mf1 ] r1 (ε1 ,θ1 ) (9)

n
(f)
2 (εs ,θs ,ψs ,<′2 ) = [ Lf2 ] n2 (εs ,θs ,ψs ) (10)

n
(f)
1 (ε1 ,θ1 , <′1 ) = [ Lf1 ] n2 (ε1 ,θ1 ) (11)

式中[ Mf1 ] ,[ Lf1 ]和 [ Mf2 ] , [ Lf2 ]分别为斜齿小齿

轮和面齿轮到固定坐标系的转换矩阵 , [ Lf2 ] ,

[ Lf1 ]分别为[ Mf2 ] ,[ Mf1 ]去掉最后一行和最后一

列的矩阵.

根据齿轮啮合原理 ,齿面上的接触点应满足 :

有共同的坐标 ,并且在该点两齿面的法向量相

同[2 ] .即齿面上的接触点应满足以下方程组

f (εs ,θs ,ψs ) = 0

r (f)
2 (εs ,θs ,ψs ,<′2 ) = r (f)

1 (ε1 ,θ1 , <′1 )

n(f)
2 (εs ,θs ,ψs ,<′2 ) = [ n(f)

1 (ε1 ,θ1 , <′1 )

(12)

式中 <′2 为面齿轮在传动中的转角 ,βb1为小齿轮基

圆上的螺旋角.为了便于求解 ,对该方程组进行简

化可得

f (εs ,θs ,ψs ) = 0

[ n
(f)
2 x (εs ,θs ,ψs , <′2 ) ]2 +

[ n
(f)
2 y (εs ,θs ,ψs , <′2 ) ]2 = [co s (βb1 ) ]2

n
(f)
2 x (εs ,θs ,ψs , <′2 ) y

(f)
2 x (εs ,θs ,ψs , <′2 ) -

n
(f)
2 x (εs ,θs ,ψs , <′2 ) y

(f)
2 x (εs ,θs ,ψs , <′2 ) =

rb1 cos (βb1 )

(13)

给定 <′2 一系列值 ,求解该非线性方程组 ,将解出

的参数εs ,θs ,ψs 带入 (5)式即可求得面齿轮齿面

上的啮合轨迹.

3　算例及分析

斜齿面齿轮的主要参数 :模数 m = 6. 55 mm ,

斜齿小齿轮齿数 z1 = 25 ,刀具齿数 z s = 28 ,面齿

轮齿数 z2 = 140 ,螺旋角βn = 15°,压力角 an = 25°.

根据以上分析 ,应用 Matlab编制程序 ,通过计

算得到 :①面齿轮和斜齿小齿轮的数值齿面 ; ②不

同旋向下齿面和啮合轨迹 ;③各种安装误差参数下

的啮合轨迹 ;④各种安装误差下的传动误差 ; ⑤通

过轴向安装误差调整啮合轨迹的控制方法.

3 . 1　不同旋向下面齿轮齿面仿真和啮合轨迹

图 4为面齿轮的数值齿面和啮合轨迹仿真结

果.如图 4 ,左右旋并不影响整体啮合轨迹偏移 ,

但是却决定了啮合点之间随啮合次序的相对走

向.不同旋向下面齿轮齿面仿真及其啮合轨迹对

比如表 1所示.

3 . 2　各种安装误差参数对啮合轨迹的影响

斜齿面齿轮传动的轮齿接触分析主要基于观

察连续相切接触的小齿轮齿面和面齿轮齿面的啮

合过程所得.图 5 所示为左旋面齿轮的工作齿面

在不同安装误差下的啮合轨迹.

分析上述计算结果得到以下结论 : ①工作侧

齿面从面齿轮齿顶进入啮合 ,由齿根退出啮合 ;

②轴交角误差Δγ为正时 ,啮合轨迹向面齿轮大

端偏移 ; ③面齿轮轴向安装误差Δq为正时 ,啮合

轨迹向面齿轮大端偏移 ; ④偏置距安装误差ΔE

为正时 ,啮合轨迹向面齿轮小端偏移.
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图 4　面齿轮齿面仿真及啮合轨迹

Fig14　Simulation of tooth face and

tooth contact path of face gear

表 1　不同旋向下齿面仿真及啮合轨迹结果

Table 1　Differert simulation results of the tooth face

and the tooth contact path

斜齿面齿轮的齿面仿真及传动啮合轨迹对比

旋向 面齿轮左旋 面齿轮右旋

齿侧 工作齿侧 非工作齿侧 工作齿侧 非工作齿侧

啮合次序齿顶到齿根齿根到齿顶齿顶到齿根齿根到齿顶

啮合点随

啮合次序

偏移方向

偏向小端 偏向小端 偏向大端 偏向大端

过渡曲线

的上升率
小 大 大 小

图 5　各种安装误差下面齿轮的啮合轨迹

Fig15　Tooth contact path of face gear drive for

simulation of meshing with alignment errors

3 . 3　不同安装误差参数下的传动误差分析

传动误差的表达式为

V <2 = <′2 - ( N1 / N 2 ) ( <1 - <2 )

其意义为 ,被动齿轮实际转角偏离理论转角之值

随主动齿轮转角的变化 ,其中 <3
1 = <′1 ( <′2 ) <′2 = 0 .

图 6所示为斜齿面齿轮传动在各种安装误差

下的传动误差曲线图.从计算结果看 ,斜齿面齿轮

传动在各种安装条件下传动误差都是值近似为 0

的直线 (最大误差为 10 - 12 rad ,由计算误差造成) ,

即无传动误差.这说明 ,斜齿面齿轮传动对轴交角

误差Δγ、小齿轮偏距ΔE和轴向位移Δq不敏感 ,

安装误差只改变啮合轨迹的位置 ,而不改变面齿

轮的传动比.这是航空齿轮传动中斜齿面齿轮传

动相比弧齿锥齿轮传动的一个显著的优点.

3. 4　通过改变轴向安装误差调整啮合轨迹的方法

实际的斜齿面齿轮传动中 ,由于加工、安装条

件的限制、零件的受力变形等因素 ,斜齿小齿轮和

面齿轮传动总存在着一定的安装误差 ,且上述三

种安装误差很可能同时存在并且影响啮合轨迹的

位置.为了得到合理的啮合轨迹 ,要对安装误差进

行控制.在实际安装中 ,轴交角误差Δγ和偏置距

误差ΔE难以测量和控制.Δq为面齿轮的轴向位

移安装误差 ,可以通过调整面齿轮安装调整垫片

的厚度来控制和测量Δq ,从而有效改善啮合轨迹

位置和传动质量.

图 7所示为斜齿面齿轮传动在耦合安装误差
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图 6　各种安装误差下的传动误差图

Fig16　Transmission errors with

different alignment errors

下 ,调整面齿轮的轴向位移安装误差 前后面齿轮

啮合轨迹.图 7 (a)为原始安装误差下的啮合轨迹

相对无安装误差下的啮合轨迹向大端偏移了

9 . 84 mm ,调整后啮合轨迹恢复到齿宽中部 ,

调整量为Δq = - 0. 18 mm.图 7 ( b)为原始安装

误差下的啮合轨迹相对无安装误差下的啮合轨迹

向左偏移了 8. 24 mm ,调整后啮合轨迹恢复到齿

宽中部 ,调整量为Δq = 0. 17 mm.图 7 (a) , ( b)中

啮合轨迹经过调整后 ,基本与理想的啮合轨迹重

合 ,改善了传动质量.

图 7　啮合轨迹调整图

Fig17　Illustration of adjusting the tooth contact path

面齿轮传动实际安装时 ,调整啮合轨迹的控

制策略如下 : ①测量初始安装误差下啮合轨迹的

位置 ;②计算可能产生已有啮合轨迹偏移的三个

安装误差参数的大小 ; ③计算Δq的调整量 ; ④结

合实际情况进行面齿轮轴向位移Δq的调整 ,实

现啮合轨迹的控制.

4　结　论

1) 当小齿轮齿数比刀具齿数少 2～3 个时 ,

小齿轮和面齿轮传动为点接触传动 ,其啮合轨迹

沿齿廓方向为一条近似斜线 ,旋向不同影响啮合

轨迹的倾斜方向 ,即啮合轨迹上各啮合点间随着

啮合次序进入啮合时沿齿宽方向的走向.

2) 斜齿面齿轮的各种安装误差只影响啮轨

迹的位置 ,并不会产生传动误差.

3) 通过控制面齿轮的轴向安装误差 ,可以

有效调整接触轨迹 ,从而改善传动质量.
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